Ejercicios de Analisis Matematico
Numeros complejos - Soluciones

1. Supuesto que = x + iy es un numero complejo, calcula la parte real e imaginariaatalero

i

w -
z—1

Solucién. Multiplicamos por el conjugado del denominador:

Cx+ip+ D) (xHi+FED)(x—iy—1)  xT4y2-1 iy 2x
Cox4i(y—-1) X2+ (y—1)2 X2+ (=12 x4+ (y—-1?
Por tanto: R ,
x“+y -1 2x
R ="  Imw=—-—
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2. Calcula:
5—/3i

a) [(-1+i)°@2—i)

b) | ———F+—
|ﬁ— i(V5+1)
Solucion.a) Usamos que el médulo de un producto es el producto de loslosdd

1+ D)°Q =D =(=1+D°[|2 =D =11+ DI’|2 - i) = (vV2)°V/5=16V10.

b) Usamos que el médulo de un cociente es el cociente de loslasdd

S—V3 | 15=WE V28 V28 V14
V2—i(V5+ )| [V2-i(V5+ 1) \/2+(ﬁ+1)2 V84245 Va+ s
©
, . . 2z —1
3. Calcula los numeros complejes= x + iy tales quew = 53 es
Z

a) Un nimero real.
b) Un niimero imaginario puro.
¢) Un nimero de médulo 1.

Soluciéon.Pongamos = x + iy. Tenemos que:

2x—1+4i2y (x—-1+42y)(x—-2—iy) (2x-— D(x—2) +2y2 +i(=yQ2x—1) +2y(x —2))

X=2+iy (x =2)2 + )2 (x =22 +)2
2x2 422 —5x4+2 | —3y
= 1 .
(x —2)% + »? (x —2)2 +p?
Por tanto:

wesreal<= Im(w) =0 <= y =0<=zesreal.
w es imaginario puro= Re(w) = 0 <= 2x? +2y% —5x +2=0.

La ecuacion
2 2 2 2 5 5 2 2
2x +2y —5x+2=0«=x +y ——x+1 0= |x— - +y i

representa una circunferencia de celitfi6t, 0) y radio3/4.
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Usando que el médulo de un cociente es el cociente de los og)dehemos que:

2x — 1)2 + 42
|w|=l@lezzuzl<:>(2x—1)2+4y2=(x—2)2+y2<:>x2+y2=1<:>|Z|=l.
(x —2)% + »?
De otra manera:
2z—1 22—1 _4zP+1-2(z+72)

— = o=z =1l |z] =L
z—2 z-2 |z|2 +4—2(z +2) g g

|w|? = ww =

4. Expresa los siguientes nimeros en forma cartesiana:

f 6
a)(—=1+iv/3)'" b) (%) ) (=3 +i)"

Solucién.Para calcular potencias de nimeros complejos se usa lal@daiDe Moivré.

a) Pongamos=—1+i+/3. Este nimero complejo esta en el segundo cuadrante, postaatgumento
principal estar4 comprendido entr¢2 y 7 y viene dado por:

2
argiz) = arctg—+/3) + 7 = —arctg+v/3) + 7 = —% + = Tﬁ
Tenemos también qye| = 2. Por tanto:
22 22
It = i (cosTﬂ +i senTﬂ) =2 (coq7m + n/3) +iseTn + n/3)) =
1 3
= 2" (—coqn/3) —isen(n/3)) =2 (—5 —i%) =291 +i3).
1+i/3 - ]
b) Pongamosy = 4 Para calcular un argumento deusaremos que si y b son nimeros

complejos,s es un argumento dey ¢ es un argumento dig, entonces — ¢ es un argumento de/b.

Tenemos:

T T b4 T T
arg(1 V3i)=—,agl—-i)=—————(—— ) = —.
Al +iV3) =3, agl =) = —3=3 ( 4) 2

Por tanto7s/12 es un argumento de. (resulta, ademas, que es el argumento principal, peresdto
de menos). Comfw| = 2/+/2 = +/2, la férmula de De Moivre nos dice que:

wb = (v/2)° (cog427/12) + i ser(42r/12)) = 8 (cox37 + 7/2) + i ser(3w + w/2)) = —8i.

¢) Es muy parecido al apartado a). ©

5. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:
a)zt=i b)z’=—1+iv3 c)z*-iv3z2-1=0

Solucidn.a) Nos piden calcular las raices cuartag.deomo argi ) = /2y, claro estali| =1, tenemos
que las raices cuartas tlson:

2+ 2k 2+ 2k
Zy = cos(ﬁ/j—%) +1i sen(ﬂ/j—%) , k=0,1,2,3.

Podemos calcular sus valores exactos sabiendo que

sen(z/8) = ¥ cog/8) = 2 +2*/§.

1puedes usar también el binomio de Newton pero no te lo acnsej
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Pero eso te lo dejo para que tu lo hagas.

b) Nos piden calcular las raices terceras-deri /3. Como arg—1 +i~/3) =27/3y |—1 + i+/3| =2,
tenemos que las raices terceras-det i /3 son:

2 2k 2 2k
Zk = %(cos(#) +i sen(#)) , k=0,1,2.

En este caso no merece la pena simplificar mas, salvo si quiignarte el trabajo de calcular los valores
exactos del senoy el cosenodg.

¢) Es una ecuacion bicuadrada; para resolverla hacemosbl@a? = w y calculamos las soluciones

de la ecuaciom? —iv/3w — 1 = 0, que vienen dadas por la férmula usual:
IV3+\=iV32+4 1403

o

. B

VB iV 4 L1103
- . - .

2 2 2

Debemos ahora resolver las ecuaciores: « y z2 = $, es decir, calcular las raices cuadradag de
y B. Tenemos que a(@) = 7/3, arg8) = 2x/3, ambos complejos tienen modulo Por tanto, las
soluciones de la ecuacion son:

7 = \/&:cos(n/6)+iser(n/6)=?+i%
. . 1 V3
3 = ﬁ:cos(zn/s)+zser(2n/6)=cos(n/3)+zser(n/3)=§+17

©
6. Haciendo uso de la férmula de De Moivre prueba quetgos: 8 costy — 8 coSg + 1.

Solucion.Pongamos = cosy + i seng. Usando la formula de De Moivre y desarrollando la potencia
por el binomio de Newton, tenemos que:

z* = coq4¢) + i ser(4g) = cod ¢ — 6coS g sert ¢ + serf ¢ + i (4 cos ¢ senp — 4 cosp sert ).

Igualando partes reales:

cog4p) = cod ¢ —6cos gsert g+ serf ¢ =cos ¢ —6c0s ¢(1 —cos @) + (1 —cos ¢)? =
= 8codp—8coSy+1.

©
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